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Das Ziel dieser Arbeit ist, zu zeigen, dass die Trans- 
formationstheorie der Monge-Ampöre’schen partiellen Differential- 
gleichungen II. ©. 

Arm EDOKS- Leer Ne 
vollständig von der Theorie der Berührungstransformationen 
und der Funktionengruppen, wie sie von S. Lie entwickelt 
worden ist, beherrscht wird. In der obigen Gleichung sind 
HKLMN beliebige Funktionen von xyzpq, undpqrst 
bezeichnen, wie üblich, die ersten und zweiten partiellen Ab- 
leitungen der einen abhängigen Veränderlichen z nach den 
beiden unabhängigen Veränderlichen x und y. 

Ehe wir das vorgelegte Problem in Angriff nehmen, wollen 
wir eine Übersicht der geschichtlichen Entwicklung der Inte- 
grationstheorie dieser Gleichungen (1) geben. Es wird sich 
dabei zeigen, dass innerhalb der Integrationstheorie die Trans- 
formationstheorie immer mehr hervortritt. 


I. Geschichtliche Entwieklung der Integrationstheorie 
der Gleichungen (1). 

Der erste, der eine allgemeine Integrationstheorie für 
Gleichungen von der Form (1) Hrr 2Ks rLtrMr 
N (rtt—s?2)=o entwickelt hat, ist Monge”*) gewesen. Er be- 
schränkt sich in seiner Abhandlung: ‘Mömoire sur le calcul 
integral des @quations aux differences Buusles allerdings auf 
Gleichungen von der Form 


Br BHrt KEIM, 


*) Histoire de l’Acad&mie R. des sciences 1784 p. .118—192. 
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seine Betrachtungen lassen sich aber leicht auf Gleichungen der 
Form (1) ausdehnen, in denen N =# 0 ist. 

Monge eliminiert vermöge 

(3) dd— rdx— sdy=o dq—sdx—tdy=o0 
nacheinander rs, st und rt aus (2), wodurch er beziehungs- 
weise die Gleichungen PR, Qt=o Razer 
P, + Q,s=o erhält, und ersetzt dann (2) durch eins der 
drei Systeme: 
PR =0Q=0, PR=0oW=0o P=0 Q=0, 
deren Aequivalenz er nachweist. Er begründet dieses Verfahren 
damit, dass die Gleichungen (3) rst schon vollständig definieren 
und (2) daher nichts Neues über rst aussagen dürfe Man 
erhält durch dieses Eliminationsverfahren 
(4) P,=Hdy?— 2Kdx dy + Ldx?=o 
(5) Q,=Hdy dp+t Ldx dq + Mdx dy=0. 
Monge sucht nun eine integrable Kombination dieser Gleichungen 
zu finden. Diese ist vom IIten Grade und giebt also im 
allgenıeinen 2 lineare Faktoren, deren Integrale 
Yayzpy=aVG@yzp)=a 
sein mögen. Führt man V==a in die Gleichungen (4) (5) ein, 
so wird man ein zugehöriges Integral U(xyzpgq)==b erhalten 
und ebenso zu V’'=a’ ein Integral U=b. Ve), 
U’=w(V’) stellen dann partielle Differentialgleichungen 1. O. 
mit je einer willkürlichen Funktion 9 bezw. ı» dar, deren jede 
von derselben Allgemeinheit ist, wie die gegebene Gleichung (2). 
Die Integration dieser partiellen Differentialgleichung II. O. ist 
somit zurückgeführt auf die Integration einer partiellen Differen- 
tialgleichung I. OÖ. mit einer willkürlichken Funktion. Wir 
nennen 
=), U=ylWV) 

allgemeine Zwischenintegrale der Gleichung (2). 

In seiner ‘Application de l’analyse ä la g&omötrie’ behandelt 
Monge mehrere geometrisch interessante Beispiele mit Hilfe 
dieser Methode.*) Er wendet sie dort nicht nur auf Gleichungen 


*) Appl. p. 162. 
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an, die linear in rs t sind, sondern auch auf Gleichungen der 
Form (1), bei denen N 38 o ist.“) Die Grundlage zu der eben 
auseinandergesetzten . Integrationsweise, die er, wie erwähnt, 
nur für Gleichungen von der Form (2) in dieser Ausführlich- 
keit dargelegt hat, ist ja seine viel allgemeinere Theorie der 
Charakteristiken, die er auch für partielle Differentialgleichungen 
höherer Ordnung und allgemeinerer Form entwickelt.**) 


Zur allgemeinen Theorie der Gleichungen (2) macht Monge 
noch 2 wichtige Bemerkungen: Erstens hebt er hervor, dass 
jedes Integral der Gleichungen (4) (5), welches nur von x y 
abhängt, Argument einer der willkürlichen Funktionen des 
primitiven allgemeinen Integrals ist***) und zweitens, dass 
man den Integralen der ersten integrablen Kombination der 
Gleichungen (4) (5) bei der Bildung der allgemeinen Zwischen- 
integrale die richtigen der zweiten integrablen Kombination 
zuordnen muss.Y) Durch Differentiation kann man immer, wie 
er an einem Beispiele zeigt, entscheiden, ob das gebildete 
allgemeine Zwischenintegral wirklich (2) zur Folge hat oder 
nicht. Monge sucht auch für die Fälle, in denen kein allgemeines 
Zwischenintegral existiert, die Anwendbarkeit seiner Methode 
aufrecht zu erhalten, indem er Ausdrücke von eigentümlicher 
Form konstruiert, die er als Zwischenintegrale anspricht (s. Be- 


2 
handlung der Gleichung r —t — r ==0,. Hist. p. 132), Dass 


diese Ausdrückefr) nicht die gewöhnliche Form von Integralen 
haben, konnte auch Monge nicht leugnen, wie schon daraus 
hervorgeht, dass er einen Abschnitt mit den Worten beginnt: 
‘Nous disons, que les deux &quations (A) et (B) sont les inte- 
grales premieres de l’&quation aux differences secondes parce 
que etc.’TTr) 
*) Appl. p. 202. 
**) Appl. p. 229. 
= Hisw del Acad. p. 12% 
+) Hist. p. 143. 
++) Hist. p. 134. 
++) Hist. p. 135, 
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Immerhin hat Monge dadurch, dass er seine Theorie der 
Charakteristiken auf diese Gleichungen anwendete, die Grund- 
lage für alle späteren Theorien geschaffen. Sehen wir von der 
Transformationstheorie ab, so bestehen die Hauptleistungen der 
folgenden Arbeiten in der schärferen Begründung, der besseren 
Darstellung und dem weiteren Ausbau dieser ersten Theorie. 
Monge giebt noch die integrablen Kombinationen der Gleichungen 
(4) (5) an, ohne eine Methode zu ihrer Auffindung entwickeln 
zu können oder von vornherein angeben zu können, ob über- 
haupt solche Kombinationen existieren. Ferner zerlegt er die 
Gleichungen (4) (5) nur in den einzelnen Fällen, aber noch 
nicht im allgemeinen in die Systeme von linearen Gleichungen. 

Eine Theorie, die der Voraussetzung eines allgemeinen 
Zwischenintegrals nicht bedarf, sucht zuerst Ampere”) in seiner 
Abhandlung ‘Me&moire, contenant l’application de la theorie 
expos6e dans le 17 Cahier du jourmal de l’Eeole R. Poly- 
technique & l’integration des @quations aux differences partielles 
du premier et du second ordre’ aufzustellen. Er will dadurch 
zugleich die Integration der partiellen Differentialgleichung mit 
einer willkürlichen Funktion, U o(\), zermerden. 

Seine Integrationsmethoden gründen sich auf seine allgemeine 
Theorie der Integrale der partiellen Differentialgleichungen, die 
er kurz zuvor veröffentlicht hatte”) In dieser ersten Arbeit 
giebt er eine Methode an,*“") wie man entscheiden kann, ob 
die Ableitungen höchster Ordnung, die in einer vorgelegten 
partiellen Differentialgleichung vorkommen, mit dem allgemeinen 
primitiven Integral ohne partielle Quadraturen, dessen Existenz 
er voraussetzt, in Bezug auf das Argument « der einen willkür- 
lichen Funktion desselben, gleichartig sind oder ungleichartig. 
Er denkt sich zu diesem Zwecke zunächst x und « als neue 
unabhängige Veränderliche eingeführt und drückt dann z. B. in 
unserem Falle die Grössen r und s durch die partiellen Ab- 
leitungen 1 O. von y, p und’ q nach x und durch az 


*) Journal de l’Ecole R. Polyt., Tome XI, 18 Cahier. 
**) Journal de l’Ecole R. Polyt., 17 Cahier, 
a) P. 440. 
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y, p und q müssen dabei als Funktionen von x und « betrachtet 
werden. Substituiert man diese Werte von r und s in die 
partielle Differentialgleichung II. O., die sich Ampöre auf die 
Form einer ganzen Funktion nten Grades in r s t gebracht 
denkt, und ordnet nach :Potenzen von t, so muss, wenn t mit 
dem allgemeinen primitiven Integral und somit auch mit p und 
q ungleichartig sein soll, die gegebene Gleichung das Ver- 
schwinden aller Koeffizienten der einzelnen Potenzen t” bis t° 
zur Folge haben. Umgekehrt können r s t mit dem primitiven 
Integral ungleichartig sein, wenn die so erhaltenen Gleichungen 
keine andere Gleichung zwischen r s t nach sich ziehen, als 
die vorgelegte. Man kann die gegebene Gleichung durch das 
System dieser linearen partiellen Differentialgleichungen, in 
denen nur die Ableitungen von v p q nach x vorkommen, 
ersetzen. 

Diese ganze Entwicklung ist aber nur dann richtig, wie 
aus der Theorie der Integrale hervorgeht, wenn das Argument « 
der willkürlichen Funktion von x und y zugleich abhängt. 
Ampere beschäftigt sich daher zunächst mit den Specialfällen, 
in denen dies nicht eintritt.”) | 

Hängen beide Argumente « und £ der willkürlichen Funk- 
tionen nur von einer unabhängigen Veränderlichen, etwa x, ab 
so ist die gegebene Gleichung frei von p und r, so dass sie 
sich wie eine gewöhnliche Differentialgleichung Il. O. integrieren 
lässt. Hängt das eine Argument nur von x, das andere nur 
von y ab, so ist die gegebene Gleichung frei von r und t, also 


von der Form F(xyzpgs)=o. 


Ampere schreibt dafür 


ä Oz ACER 3 
F(xyzo4 le oder 
dq etesellz 
dx u Fe) 


So oft diese gewöhnliche Differentialgleichung in z q als ab- 
hängige und x als unabhängige Veränderliche die Integrabilitäts- 


*) 18 Cahier, p. 30. 
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bedingungen erfüllt, erhält man eine Gleichung von der Form 
(7) Oxyzg—o 

mit einer willkürlichen Funktion von y, durch deren Integration 

man das allgemeine primitive Integral der gegebenen Gleichung 

erhält. 

Offenbar ist die Gleichung (7) ein Zwischenintegral der 
gegebenen Gleichung und die obige Integrationsmethode fällt 
mit der Monge’schen zusammen, nur kennt man in dem 
behandelten Specialfall das eine Integral y der Monge’schen 
Gleichungen (4) (5) von vornherein. 

Nach Behandlung dieser Specialfälle geht Ampere dazu über, 
seine oben angegebene allgemeine Methode auf die Gleichung 
(8) Hr72Ks + Lt 7 M + Net 2598 

anzuwenden. 

Er erhält durch seine Substitution für die Gleichung (8) 
P-+@Qt=o, wobei P und Q abhängen von den Koeffizienten 
OP TOT °p 
ox(e. EXIT oXuneee 
Ableitung von nach x, wenn dabei « als zweite unabhängige 
Veränderliche betrachtet wird. P==o, Q==o haben nun in 
diesem Falle immer nur (8) zur Folge und r s t können somit 
ungleichartig sein mit dem primitiven Integral, man kann (8) 
durch das System der Gleichungen P=0, Q=0 ersetzen: 
op 94 OYy 
ox(a Ox(a Ox(a 
Gleichungssystem lässt sich aber in linearer Form in diesen 
partiellen Ableitungen schreiben, wobei natürlich eine Quadrat- 
wurzel eingeht und zwar YKZHL-+ MN =Ye. So oft also 
G = 0 ist, erhält man 2 verschiedene Systeme, die den beiden 
verschiedenen Argumenten « und ? entsprechen, welche man 
als neue unabhängige Veränderliche statt y einführen kann. 
Ampere schreibt diese Systeme in der Form: 
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von (8) und 


bezeichnet die partielle 


P und Q sind vom IIten Grade in ,‚ das obige 
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Jedem dieser he ist noch die his 
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hinzuzufügen. 

Mittelst verschiedener Formeln leitet nun Anıpere aus (9), 
(10) und (11) fünf Gleichungen ab, die nur die partiellen 
Differentialquotienten von y zp q nach x und « enthalten. 
Auf die Integration dieser fünf Gleichungen ist damit die Inte- 
gration von (8) zurückgeführt. 

Vergleicht man diese Methode mit der von Monge ent- 
wickelten, so sieht man, dass der hier eingeschlagene Weg zur 
Elimination von r und s vollkommen analog dem von Monge 
betretenen ist und dass auch das Resultat derselben, die Gleichungen 


P=0 da = 0, durch eine kleine formale Umänderung 
in das von Monge erzielte übergeht. Schreibt man statt 
Oy 92 op °q 


Ix(a dxla x (e Ela überall dy dz dp dq, so ist 


geeystems BE 0. Q==0. und. alsor auch ’ (9) bezw. ..(10) 
äquivalent mit den Gleichungen (4) (5). Diesen Umstand 
benutzt Ampere auch, er sagt, man solle, so oft integrable 
Kombinationen der so umgefornten Gleichungen (9) oder (10) 
existierten, deren Integrale suchen und diese den übrig geblie- 
benen partiellen Differentialgleichungen hinzufügen. Auf die 
Integration von simultanen Systenien gewöhnlicher Differential- 
gleichungen kann er das Problem auch nur dann zurückführen, 
wenn man das eine der Systeme (9) und (10) vollständig durch 
endliche Gleichungen ersetzen kann, d. h. wenn (8) ein allge- 
meines Zwischenintegral besitzt. 

Diese Ampöre’schen Ausführungen bezeichnen insofern 
einen Fortschritt gegen die Monge’sche Theorie, als sie eine 
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vollkommen scharfe Begründung dafür geben, warum man (8) 
durch P=o, Q==0 ersetzen darf. Ferner enthalten sie die 
Aufstellung der linearen Gleichungssysteme (9) (10) und sind 
für die allgemeine Form (8) vollständig durchgeführt. 

Ausserdem giebt die Theorie der Integrale eine Klassifikation 
der Gleichungen (8) und hebt die specielle, aber, wie wir sehen 
werden, äusserst wichtige Gleichung s=F(xyzpg) hervor, 
bei der gerade x und y die Argumente der willkürlichen 
Funktionen sind. Ampöre folgert auch aus seiner Theorie, dass 
jede Gleichung (8), deren eines Argument x ist, frei von r sein 
muss, d. h. die Form 2Ks + Lt + M=o besitzen muss. 
Diese Folgerungen führten ihn zu seiner Transformationstheorie, 
die er im zweiten Teil der erwähnten Abhandlung für Gleichungen 
von der Form 

(12), Hrsr 2Ks hit EM 
durchführt. Da eine einigermassen kurze Darstellung der 
Operationen, die Ampere hier vornimmt, und der dadurch 
erzielten Resultate uns fast unmöglich erscheint, so lange man 
sich auf den Standpunkt Amp£re’s versetzt, bedienen wir uns 
im Folgenden der von S. Lie für die Theorie der Berührungs- 
transformationen eingeführten Terminologie. 

Ampöre erinnert zunächst an die von Legendre auf- 
gestellte Berührungstransformation, welche durch die Gleichung 
2, TZ—XxX, —Yy, 0 bestimmt wird und führt dann zwei 
Berührungstransformationen an, die zwei Gleichungen zwischen 
xy ZX;, yı, Z, allein enthalten. Die erste ist bestimmt durch 
Yı—-Y=09, 2, —ZTXx,=0o, die zweite durch die analogen 
Gleichungen x, — X=0, 2, —ZzTt yy,=0o. Diese Transfor- 
mationen, die schon Euler aufgestellt hatte, hat Ampere von 
neuem gefunden. Er zeigt auch, dass diese Transformationen 
die Form von (8) nicht ändern und seine Systeme (9) (10) in 
die entsprechenden überführen. Ferner erwähnt er, wie Laplace 
die in rstp q z linearen Gleichungen auf die Form 
s—F, (xy) +pF, + qF, tTZzF, nur dadurch gebracht habe, 
dass er die Argumente « und ß, die sich in diesem Falle aus den 
Systemen (9) und (10) durch Integration gewöhnlicher Differen- 
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tialgleichungen I. OÖ. zwischen xy als Funktionen von xy 
allein ergeben, als neue unabhängige Veränderliche einführte. 

Ampere stellt nun die Behauptung auf, dass man ein 
ähnliches Verfahren auch auf die allgemeinere Gleichung (12) 
anwenden könne Um (12) auf einfache Formen zu bringen, 
müsse man x und « oder « und ? als neue Veränderliche ein- 
führen, auch wenn sie sich nicht durch xy ausdrücken liessen. 
Diese Einführung neuer Veränderlicher führt Ampöre auf 
folgende Weise durch. 

Ist u (xyzpg)=e ein Integral z. B. von (9), so sei 

(13) Y.@eyzeyn)—o 

eine vollständige Lösung von u=a, wobei y und n die beiden 
willkürlichen Konstanten bezeichnen. Fasst man dann n als 
Funktion von « und y auf, so muss man zu V=o noch die 
Gleichungen 


oV oV 2 oV oV 2 
Be. ee 1 — 
Ia on 9a 9, on 9 
hinzufügen, während man n durch eine Gleichung von der Form 
02 02 
A +B 4 7C=o zu bestimmen hat, wobei die in 
da 9y oa? 

A B C noch enthaltenen a, x yzp .gq vermöge der fünf 
en fa = ee 
Gleichungen (13) (14) und = eh Fe, öy el a 

= en i 
durheym - auszudrücken sind. 


Er al % mit anderen Worten durch eine Berührungs- 
transformation, deren aequatio directrix V(xyzayn)=o ist, 
« und y als neue unabhängige Veränderliche und n als neue 
abhängige Veränderliche ein. 

Die alter! Gleichung, d.h. die Bestimmungsgleichung 
N 
: 
eines einzelnen Integrals u(xyzpgq)==a des Systems (9) oder 
(10), welches p oder q enthält, d. h. eines speciellen Zwischen- 
integrals der Gleichung (12). 


frei. Vorausgesetzt ist dabei nur die Existenz 


für n, ist von 


*) 18 Cahier, p. 118, 
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Ist in der Gleichung (12) G=K?HL=o, so ist die 
Bestimmungsgleichung für n, wie Ampere beweist, auch von 
92 
Ia 9y 
Hat eine Gleichung von der Form 2Ks+ Lt+ M=o 
ausser dem speciellen Integral x noch ein zweites, welches dem 
andern der Systeme (9) (10) angehört, so ist dies, wie aus der 
besonderen Form dieses Gleichungssystem folgt, frei von p, hat 
also die Form V(xyzgq)=Pß und lässt sich daher wie eine 
gewöhnliche Differentialgleichung integrieren. Das Integral sei 
dargestellt durch 


frei. 
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Führt”) man nun vermittelst der durch 
MS nl zy 0 
bestimmten Berührungstransformation y, als zweite unabhängige 
Veränderliche ein, so erhält man eine Gleichung 


927, 92,102 
—f(x,yz ha 
OX, 9yı gu ox| öy, ) 
oder, wie Ampere schreibt, 
92 on Mm 
a 


Ampere fasst diese Gleichung nicht eigentlich als das Resultat 
einer auf (12) ausgeführten Transformation auf, sondern als 
eine Bedingungsgleichung für n. Diese Theorie leistet also 
Folgendes. Sie bringt jede Gleichung (12), die ein specielles 
Zwischenintegral, welches p oder q enthält, besitzt, wenn 
G=0 ist, auf die Form 

Dia edı=0, 
wenn G 2] ist, auf die Form 

RM 0 

und jede Gleichung (12) mit 2 speciellen Zwischenintegralen, 
die p oder q enthalten und verschiedenen Systemen angehören, 
durch 2 Berührungstransformationen auf die Form 

28e MV 
Diese Transformationstheorie für die Gleichungen (12) scheint 


*) P. 154. 


lange Zeit unbeachtet geblieben zu sein, allerdings ist die, Form, 
unter der sie bei Ampöre auftritt, schwer verständlich und 
unübersichtlich. Auch Imschenetsky, der meines Wissens zuerst 
wieder auf diese Theorie zurückgekommen ist, bemerkt in der 
Einleitung zu seiner Abhandlung über die Gleichungen (1), 
dass ihm eine kurze Darstellung der Ampöre’schen Arbeiten 
grosse Schwierigkeiten verursacht habe. 

Die nächsten Mathematiker, die sich mit den Gleichungen 
(1) beschäftigt haben, sind, wie gesagt, auf diesen letzten Teil 
der Amp£re’schen Arbeiten nicht eingegangen, ihre haupt- 
sächlichste Leistung ist die Aufstellung der Systeme homogener 
linearer partieller Differentialgleichungen, die den Systemen 
(9) und (10) entsprechen und ihrer Integrabilitätsbedingungen. 

Der erste, der diese Systeme aufgestellt hat, scheint de 
Morgan gewesen zu sein, wie aus einer Bemerkung Boole’s 
hervorgeht, leider ist mir aber dessen Abhandlung”) nicht zu- 
gänglich gewesen. 

Boole**) beschränkt sich, wie schon der Titel seiner 
Abhandlung besagt, von vornherein auf diejenigen Gleichungen 
von der Form (1), die ein allgemeines Zwischenintegral 

F(uxyzpq) vexyzpq))=o0 
besitzen. Er differentiiert die Gleichung F=o einmal nach x 


N 


SAN 0 
und einmal nach y, eliminiert —:—— und erhält so eine 


ou v 
Gleichung von der Form 


ou Mn ou ou du fo u fu \ 
NE -)Etre- ))t 
| ay X oy OX Op \oy op \oy 
Su (Bo au fd au (dv dv (Ou\ 
Ä +) - Me 
2q Oy p > op \ox oq ah 
A ee) 


*) Cambr. Philos. Transact. Vol. IX, Pt. 4. 
**) Journal für reine und angewandte Math. Bd. 61, Berlin 1863, 
p. 309—333: Über eine part. Diffgl. I.O. Rr+8Ss+ Tt+ U(s?rt)=V. 


2 ou BE ou 
wobei = =, IP! dy ee Ss. W. 


Soll also F(uv) ein allgemeines Zwischenintegral von (1) sein, 
so müssen die Koeffizienten der Grössen r st rt—s? und das 
absolute Glied der vorliegenden Gleichung (15) mit H2K LN 
und M proportional sein. Daraus leitet Boole zwei Bedingungen 
für u bezw. v ab, welche die partiellen Ableitungen I. OÖ. von 
u bezw. v nach x yzp.g enthalten und in diesen vom lHiten 
Grade sind. Schliesslich ersetzt er dieses Gleichungssystem 
durch lineare Gleichungssysteme und zwar für.den allgemeinen 
Fall durch: 


H(s)+ + Vol) Fu — 


le Tyay{) +n( run. 


für den Fall N=o durch: 


a ut u 


—(KLLG 


uktyo)(z auf ya er a 


für M=o durch: 
[5 (K+ ve) (z)= 
Fr 2 


HK+YOZ +L zZ + N(KtVe)(zr)—o 


(17) 


(18) 


Boole weist auch nach, dass das System (17) den Monge’schen 
(Gleichungen (4) (5) äquivalent ist. 

Bei allen diesen Rechnungen geht er sehr sorgfältig vor 
und beweist ausführlich und streng, dass man, um die Gleichung 
(1) aus dem System linearer Differentialgleichungen wieder 
erhalten zu können, die Faktoren der ursprünglichen Bedingungs- 
gleichungen IIten Grades in der Weise zusammenfassen muss, 
wie dies in den Systemen (16) (17) (18) geschehen ist. 

Für die Theorie der Ilten Integration, wie er es nennt, 
d. h. für die Integrationstheorie des allgemeinen Zwischen- 
integrals F(uv)—=0, stellt Boole folgende Sätze auf: 


I ee 


I. So oft G==o ist, definieren die Gleichungen F (uv) = 0 
und u==konst. solche Werte von p und q, die da— pdx — 
qdy==integrabel machen. 

II. Ist-G =E o, so gilt die erste Bemerkung nicht mehr, 
aber jede Lösung w (xyzpq)==konst. desjenigens der Systeme 
(16), dessen Lösungen u v nicht sind, leistet dann dasselbe, wie 
im ersten Falle u=konst. 

Er weist also mit anderen Worten nach, dass im ersten 
Falle [ue]= o ist und im zweiten Falle [uv] 3E o, aber 
uw] = 0, [u w| = 0, wobei allgemein 

op dIowW Ip fe ob (Om ob Jo 

N n + 2 (x) (2) z (2) 

Nach einer Bemerkung Imschenetskys müssen wir an- 
nehmen, dass Boole auch schon einige der Integrabilitäts- 
bedingungen für die Systeme (16) (17) (18) aufgestellt hat und 
zwar in einem Aufsatze in den philos. Transaktions, der uns 
leider nicht zugänglich gewesen ist. 

Boole bemerkt. dass ihm ausser Monge, Ampere und de 
Morgan niemand bekannt sei, der sich mit den Gleichungen (1) 
beschäftigt hätte. Thatsächlich hatte aber Bour”*) schon etwas 
früher eine andere Ableitung der linearen homogenen Differential- 
gleichungen gegeben. Er geht von den Systemen Amp£res aus, 
ersetzt darin die partiellen Ableitungen von yzpgq durch dy 
dz dp dq und schreibt sie in der Form: 

dp =Ndgq+ Hdy-—- (K+ VG )dx=o 
AN)dy,=Ndp-- (KIT YG)dy+ Ldx=o 
dy, =dz — pdx — qdy=0. 


I 


Soll nun u(xyzpgq) ein Integral von (19) sein, so muss sein 
du=4 dy, K A, dp I A, dps 
Sit jedes dx dy dz dp dq. Dies ergiebt N System linearer 
0 fo) ) 
Gleichungen: x( ke u ee + Ve) 
(20) 


oxX 


fo) ) fe) 
rs Vor > ri 


op oq 


*) Journal de l’Ecole Imperiale Polytechnique, Tome 22, Cahier 39, 1862. 
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Diese Bour’sche Ableitung des Systems (20), welches mit dem 
System (16) Boole’s äquivalent ist, ist allerdings äusserst kurz, 
setzt aber das Ampöre’sche System (19) voraus, während Boole’s 
Ableitung ganz auf eigenen Füssen steht. Weit wichtiger ist 
aber, dass Bour infolge seiner Theorie der simultanen partiellen 
Differentialgleichungen I. O. eine Methode angeben kann, wie sich 
in jedem Falle entscheiden lässt, ob das obige System Lösungen 
hat und wie viele Er stellt den Satz auf, dass man zwei 
linearen homogenen partiellen Differentialgleichungen TI. ©. 
A,f=o, A,f=0 die Gleichungen (A, A,)=A,f=0, (A A, > 
A,f= 0 u.s. w. so lange hinzufügen muss, bis sich alle Klammer- 
ausdrücke linear durch die vorhergehenden Gleichungen aus- 
drücken, also mit anderen Worten, bis man ein vollständiges 
System linearer homogener partielier Differentialgleichungen 
erhält. Bour hebt mit Recht hervor, dass seine Theorie die 
Mittel dazu giebt, in jedem Falle zu entscheiden, ob die Monge- 
Ampöre’sche Theorie etwas für die Gleichung (1) zu leisten im 
Stande ist oder nicht. 

Eine zusammenfassende Darstellung der oben angeführten 
Theorien giebt Imsehenetsky”*) in seiner Abhandlung ‘Unter- 
suchung der Methoden zur Integration partieller Differential- 
gleichungen IIl.O. mit einer abhängigen und zwei unabhängigen 
Veränderlichen’. Zugleich erweitert er die Theorie seiner Vor- 
gänger in verschiedenen Punkten und giebt der Ampere’schen 
Transformationstheorie eine etwas durchsichtigere und einfachere 
Form. 

Im ersten Teile seiner Arbeit behandelt er die Ampere’sche 
Theorie der Integrale, im zweiten die Theorie der einfachsten 
Formen, besonders der Gleichungen s=F(xyzpg) und der in 
rstp.qz linearen Gleichungen. Im dritten Abschnitte giebt 
Imschenetsky eine Darstellung der Methoden, wie Ampöre, 
Monge, Boole, Bour ihre Systeme zur Bestimmung der Zwischen- 
integrale erhalten. Er führt dabei die Monge’sche Methode für 
die Gleichung (1) durch, in der N =Eo ist. Dann geht er auf 


*) Grunerts Archiv 1872, Bd. 54, S. 209—360 (früher Russisch). 
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die Untersuchung der Systeme mittelst der Bour’schen Methode 
ein und zeigt, dass, so oft G=o, das eine System entweder 3 
oder 1 oder gar keine Lösung hat, während im anderen Falle, 
G=Eo, höchstens 2 Lösungen für jedes der beiden Systeme vor- 
banden sein können. 

It G=o und liegen 3 Lösungen u, (xyzpq)=a, w=b, 
U;=c vor, so eliminiert Imschenetsky p und q aus diesen 
3 Gleichungen, wodurch er eine Gleichung y(xyzabc)—=o 
erhält. Er weist nach, dass dies ein Integral von (1) ist 
und dass man das allgemeine Integral durch die Gleichungen 

R) 
En nn = IS = o darstellen kann. 

Unter dem Titel ‘Methode der Variation der willkürlichen 
Konstanten’ behandelt Imschenetsky im letzten Abschnitte 
Ampere’s Transformationstheorie. 

Diese Theorie hat Imschenetsky nach einer Richtung hin 
wesentlich vervollkommnet. Diejenigen Berührungstransforma- 
tionen, die nur von einer Gleichung zwischen x yz X, Yı Zı 
allein bestimmt werden, treten bei ihm schon deutlich als eine 
besondere Klasse von Umformungen hervor, obgleich er diese 
Transformationen nur für diesen bestimmten Zweck, nämlich 
die Behandlung der Gleichungen (1), benutzt und keine all- 
gemeinen Sätze über sie aufstellt. Andererseits scheint er aber 
von der Auffindung der Berührungstransformationen, die zwei 
Gleichungen zwischen x y z X, yYı Z, enthalten, weiter als 
Ampöre entfernt zu sein, der zwar die Konstruktion einer 
solchen Berührungstransformation aus den zwei Bestimmungs- 
gleichungen ebensowenig kennt, aber doch mit Transformationen 
dieser Art operiert, wenn auch nur mit solchen, deren eine 
Bestimmungsgleichung die Form x, —=x bezw. y, —=y hat. Diese 
letzte Sorte von Berührungstransformationen ist, wie wir am 
Schluss der Arbeit hervorheben werden, zur vollständigen Ent- 
wicklung der Transformationstheorie der Gleichungen (1) erforder- 
lich. Jetzt wollen wir zur Arbeit Imschenetskys zurückkehren. 

Imschenetsky giebt zuerst einen allgemeinen Beweis, dass jede 
Berührungstransformation mit nur einer Bedingungsgleichung 


p(xyzabe) ca) 0, 


2 


ee 


jede Gleichung von der Form (1) in eine von derselben Form 
überführt. Indem er nun, nach Amperes Vorgang, die Bestim- 
mungsgleichung speciell wählt, erreicht er, dass die trans- 
formierte Gleichung von einfacherer Form ist, als die gegebene. 
Imschenetsky führt alle seine Betrachtungen für die allgemeine 
Gleichung (1) durch, übrigens bemerkt schon Ampöre, dass er 
sich bei der Darstellung seiner Transformationstheorie nur des- 
halb auf Gleichungen von der Form Hr+2Ks+ Lt+ M=o 
beschränkt, weil dies die Formeln vereinfache, dass sie sich 
aber ohne weiteres auf. die Gleichungen (1) ausdehnen liesse. 
Im Folgenden geben wir eine schematische Darstellung der 
Operationen, die Imschenetsky in den verschiedenen Fällen 
anwendet, und der Resultate, die er erzielt. 


I. Hat man auf irgend eine Weise eine partikuläre Lösung 
von (1) mit 3 willkürlichen Konstanten: F(xyzabc)=o0 
gefunden, so geht (1), wenn man F(xyzx,yı2)==o als Bestim- 
mungsgleichung für eine Berührungstransformation benutzt, 
durch diese Transformation in die lineare Form Hr + 2Ks + 
Lt+ M=o über. 

I. Ist G=K2EHL+MN=o und giebt es ein spe- 
cielles Zwischenintegral u(xyzpqg)=a, so erhält man, wenn 
F(xyzabc)=o eine Lösung von u==a definiert, auf dieselbe 
Weise Lt M=o. 


III. Ist G=]E0, sonst aber alles wie im zweiten Falle, so 
geht (1) in eine Gleichung der Form 2Ks + Lt + M=o über. 


IV. Haben beide Systeme je eine Lösung u(xyzpg)=a 
bezw. v(xyzpq)==b, so ist bekanntlich [uv]= o, es giebt also 
gemeinsame Lösungen der beiden partiellen Differentialgleichungen 
u=a, v—=b mit 3 willkürlichen Konstanten a b und c. Be- 
nutzt man eine Gleichung F(xyzabc)=0o, die eine solche 
Lösung definiert, in der Form F(xyzx, y\2,)=o als Be- 
stimmungsgleichung einer Berührungstransformation, so nimmt 
(1) durch diese Transformation die Form 2Ks+ M=o an. 
Dabei ist immer vorausgesetzt, dass die Zwischenintegrale u=a, 
v=b p oder q enthalten. 
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Neu ist hieran im Vergleich zur Ampöre’schen Theorie 
erstens der Beweis, dass jede Berührungstransformation mit 
nur einer Bestimmungsgleichung (1) der Form nach invariant 
lässt, zweitens die Bemerkung, dass es stets Berührungstrans- 
formationen giebt, die (1) in eine lineare Form überführen und 
drittens die Konstruktion der Transformation im Fall IV. 
Ampöre braucht ja, um auf die Form 2Ks rM=o zu 
kommen, zwei Transformationen, während hier eine genügt. 

Obgleich diese Rechnungen Amperes und Imschenetskys 
viel für die Transformationstheorie der Gleichungen (1) leisten, 
so können sie doch noch keinen vollständigen Überblick über 
das Problem gewähren. Dies ermöglicht erst die Lie’sche 
Theorie der Berührungstransformationen. 

S. Lie selbst hat zwar keine ausführliche Behandlung 
unseres speciellen Transformationsproblens gegeben, aber in 
verschiedenen Abhandlungen einzelne Bemerkungen dazu 
gemacht, welche das Wesentliche dessen enthalten, was im Fol- 
genden entwickelt werden soll. 

Den Satz, dass (1) bei Berührungstransformation seine 
Form nicht ändert, stellt Lie im fünften Bande der math. 
Annalen, S. 163, auf und bemerkt zugleich, dass auch die 
Systeme, welche die Zwischenintegrale definieren, in die ent- 
sprechenden übergehen. In einer Abhandlung,*) die er im Mai 
1872 der Akademie zu Christiania vorlegte, hebt er hervor, 
dass es stets Berührungstransformationen giebt, die (1) auf eine 
lineare Form bringen, und dass jede Gleichung (1) mit zwei all- 
gemeinen Zwischenintegralen, wenn G=Eo ist, sich auf die 
Form s=o bringen lässt. Diese letzte Bemerkung hat Lie in 
einer 1876 erschienenen Abhandlung **) ausführlich bewiesen. 
Endlich finden wir eine Skizze dessen, was die Transformations- 
theorie hier zu leisten vermag, in einer 1882 in Christiania 
erschienenen kleinen Schrift über die Theorie der Differential- 
gleichungen. Zuerst wird dort bewiesen, dass man die allge- 


*, ‘Kurzes Resum& mehrerer neuer Theorien.’ 
**) ‘Neue Integrationsmethode der Monge-Ampere’schen Gleichungen.’ 
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meinste Berührungstransformation, die (1) auf lineare Form 
bringt, dadurch erhält, dass man oo? Integralgebilde von (1), 
gleichgiltig ob Flächen oder Kurven, in die Punkte des Raumes 
überführt. Ferner wird angedeutet, wie man die Berührungs- 
transformation zu konstruieren hat, die (1) auf die Form 
2Ks+ M==o bringt, wenn jedes der Systeme eine Lösung 
hat, und zugleich darauf hingewiesen, dass Imschenetsky die 
specielle Voraussetzung macht, dass die gemeinsamen Integral- 
gebilde gerade Flächen sind, während sie ebensogut nur Integral- 
kurven gemein haben können. Schliesslich wird noch angegeben, 
ddass alle Gleichungen (1), bei denen G=o ist, und das System, 
welches die Zwischenintegrale definiert, drei unabhängige 
Lösungen hat, sich auf die Form r—=0 bringen lassen. 

Wir gehen nun über zur systematischen Darstellung der 
Transformationstheorie der Gleichungen (1) mit Hilfe der 
Lie’'schen Theorien der Berührungstransformationen und der 
Funktionengruppen, die wir als bekannt voraussetzen. Vor- 
bildlich für die Ausführung im einzelnen ist dabei die oben 
erwähnte Abhandlung gewesen, in der ausführlich gezeigt wird, 
wie man jede Gleichung (1) mit zwei allgemeinen Zwischen- 
integralen auf die Form so bringen kann. Die genauere 
Wiedergabe des Inhalts dieser Abhandlung sparen wir uns für 
später auf, wir fügen sie an den Stellen ein, wo sie dem 
Gange des Ganzen entsprechend hingehört. 


II. Transformationstheorie 
der Gleichungen (1) Hrr2Ks+ LET M+N(rt—S)=o, 
behandelt mittelst der Theorie der Berührungstransfor- 
mationen und der Funktionengruppen. 


Wir werden im ersten Kapitel dieser Arbeit einen all- 
gemeinen Beweis für die Invarianz der Gleichung (1) geben, 
im zweiten die Systeme von linearen homogenen partiellen 
Differentialgleichungen behandeln, welche die Zwischenintegrale 
definieren, im dritten werden wir auf die Zahl der Zwischen- 
integrale und ihre Eigenschaften eingehen, das vierte wird die 
Einführung der homogenen Koordinaten in unsere Systeme 


TA 


enthalten und die Aufstellung der Definitionsgleichungen einer 
für das behandelte Problem wichtigen Funktionengruppe, im 
fünften werden wir zeigen, wie man nun sofort entscheiden 
kann, auf‘ welche Normalform sich (1) in den verschiedenen 
Fällen bringen lässt, und im sechsten Kapitel, welche Schwierig- 
keiten man dabei zu überwinden hat. Zum Schluss werden 
wir eine Übersicht der Normalformen geben und einige Be- 
merkungen über dieselben und das ganze Problem anschliessen. 


Erstes Kapitel. 
Invarianz der Gleichung (l). 


Nach der Theorie der Berührungstransformationen bestimmen 
die Gleichungen 
„Ju =ie@yzpQ), y=Ylayzpq, 1=Zlxyzpg), 
(2) “ Ex 
p =P(xyzpg), 1—=Q(xyzpq) 
dann und nur dann eine Berührungstransformation, wenn 
XY=[X Q]=[YP]=[%2]=[YZ]=o und 
O7 [PZ]=[Q2]=P[PX]=Q[QY] 
Man findet dann r, s, t, ausgedrückt als Funktionen von 
xyzpqrst aus den Gleichungen 
dx dY Oase 


Fe Tj + es Se ee == 

IN y Si dY. weise 

a Are 

IX ee dr 

aX dY dQ 

ee 
Diese Gleichungen bestimmen stets r, s; t, und widersprechen 
age dor om eo a 
sich nicht. Dabei ist allgemein mer er a, P 3. cr But 5q S 

VS ER 

und ve: a 37 1 Si En 77 a Man sieht aus den 


Gleichungen (4), dass r, Ss; ti rıtW—s,? sich linear gebrochen 


*) Lie, Transformationsgruppen II, S. 122, 
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dp d 
darstellen in Ausdrücken von der Form Fe = und 


zwar sämtlich mit demselben Nenner. Man erhält nämlich aus 
den beiden ersten Gleichungen 
= a j 
Es = 


ABA SARA D 
nr: dx ni 
aus den beiden letzten 
_ fdQdX dQdX =r 
je ae] 
und aus der ersten und dritten 


“ se dP, dQ ‚ax 
A eg ode "dx 


Setzt man in der letzten Gleichung für s, t; die Werte ein, 
so folgt 


ura dPdQ  dQdP], 
ne ER 

IXON LEONE ERBe +): 
wobei Rn Be ist. Setzen wir wiedeı ke: = 
a .& m.  dypdy 

a so ist ee RE 

ir e) (ex o) (< 2) re 
Ixdy Te 

a | dv (°p 2 (&) 

dp \oy Ta nee =: 14 


POSTEN TO ER Be 
. I Sı ti nt —Sı? drücken sich somit 


linear gebrochen mit demselben Nenner durch rst rt— s? 
aus. Führt man in die Gleichung 

5) H,&yıapı tr T2K,s Tut FM FN,(tı —519)—=0 
die Grössen rst x yzp q vermöge (2) ein und multipliziert 
mit dem Nenner 7, so erhält man eine Gleichung von der 
Form (1). Damit ist bewiesen, dass (1) bei Ausführung irgend 
einer Berührungstransformation stets seine Form bewahrt. 


Zweites Kapitel. 
Die Systeme von linearen homogenen partiellen 
Differentialgleichungen 1. 0. 


Es handelt sich hier zunächst darum, welche Form der 
Systeme, die die Zwischenintegrale von (1) definieren, dem 
Folgenden zu Grunde gelegt werden soll. 

Imschenetsky beweist”) bei seiner Erweiterung der 
Monge’schen Methode für die Gleichungen (1), dass die 3 
Systeme, die man erhält, wenn man aus (1) mittelst der Gleichungen 

(6) dd—rdx--sdy=o, dq—sdx —tdy=o 
r und t oder r und s oder s und t eliminiert und den Koeffizienten 
der übrig gebliebenen Ableitung II. O., sowie das von dieser 
Ableitung freie Glied einzeln gleich Null setzt, sämtlich mit- 
einander äquivalent sind. 

Dies gilt allerdings bei allgemeiner Beschaffenheit der 
Koeffizienten HKLMN, es gilt aber nicht mehr, wenn sich 
eins der 3 Systeme auf 1 Gleichung reduziert. Ganz allgemein _ 
gilt nur, dass die 6 Gleichungen zusammen nie mehr als 2 
unabhängige Gleichungen liefern und dies folgt auch unmittel- 
bar aus den Rechnungen Imschenetskys. Man erhält durch 
Elimination von r und s 

(7) Hdy r Ndga— (Ktg)dx=o 
(8) Hdp+ (KT g)dgq + Mdx=o 
von s und t 
(9) Ldx Fr Nap— (KT g)dy=o 
UUjeLdgr (Kregidn ı May-—o, 
wobei g= YG=YJK®HL+MN. 

Von diesen 4 Gleichungen sind 2 stets unabhängig von- 
einander, wie sich sofort erweisen wird. Es sei, um die obige 
Bemerkung, dass keins der Systeme allein genügt, zu begründen, 
nur noch erwähnt, dass (7) und (8), wenn H=o und folglich 

NM+ (KTs)Ktg)=NMrTK2(BHLTMN=o 
sich auf die eine Gleichung Ndq — (K + g)dx==o reduzieren, 
wenigstens so lange MNSj2o0. 


*) Grunerts Archiy 1872, S. 283. 


Die partiellen Differentialgleichungen sollen nun aus den 
4 obigen Gleichungen (7) (8) (9) (10) nach der Bour’schen 
Methode abgeleitet SR Diese kommt ja re hinaus, 


f) o o 
dass man in du Be + % + „dp Pt dq 


einsetzt da —=pdx 4 qdy, so das man du = (a 


ou ou du R 
(=) dy. ce a dp a dq erhält, dann aus (7) (8) (9) (LO).zwei 


der Differentiale dx dy dp dq berechnet, in du substituiert und 
dann die Koeffizienten der übrig gebliebenen Differentiale gleich 
Null setzt. 

Ist nun 

1. N== 0, so kann man aus (7) und (9) dp und dq berechnen 
und erhält das System 


° ou ou 
n(z ei 
I ) (42) a 0 


n X a Po) 
j ou KR ou 


2, N=o, Mz3J]Eo, so geben (8) und (10) dx und dy und 
das System 


red) nam 
Im) ran ui 


3. N=M=o, HzEo, so erhält man aus (7) und (8) dy 
und dp und das System 


(a) raro (5) 
HB, — Kino 


‚N=M=H=o, L3Eo g=+K, (9) und (10) geben 
eu 2 ou 
Sm2K —= 0, „— —0 (Ites Vorzeichen von g) 
ep 


= ou ou 
oder R )=0 —a, 2K,, — 150 (IltesVorzeichen vong) 


Eee 


5 N=M=H=l=o s=+rK=&o, 


(7) und (10) geben dx dp oder (8) und (9) geben dy dq und 
die Systeme 


ou 
(> 2)=o — —=0 (Ites Vorzeichen von g) 


Baer ER —0 (lltes Vorzeichen von g). 


Eins dieser 5 ist in Falle anwendbar. 

Im Folgenden wird, so lange es sich um allgemeine Eigen- 
schaften dieser Systeme und ihrer Integrale handelt, immer nur 
mit der Form I operiert, da sich alle Betrachtungen mit den 
anderen Formen in analoger Weise durchführen lassen. 


Das System I ist vollständig bestimmt durch das System 

der Gleichungen 
ÜNDseH2rBoKs ELLE EMTN (rt —82)—0 
und 
dz — pdx— qdy=o 

u ee, dq —sdx — tdy=o. 

Die Gleichung (11)a geht bei Ausführung einer Berührungs- 
transformation in eine Gleichung der Form 

Mat abe DL EM TFN, GH —s2)>=0 
über, (11)b wird nach der Definition der Berührungstrans- 
formationen zu 
dz, — pı dx, — q,dy,—= 0, 

Spk K — nd, —sdy=o, dq —S dx, —tdyı—=0, 
also geht das System der Gleichungen (11) in das der Gleichungen 
(12) über, folglich muss auch I in das entsprechende Elimi- 
nationsprodukt dieses neuen Systems übergehen, welches die 
Zwischenintegrale der neuen Gleichung (12)a definiert und eine 
der Formen I bis V annehmen kann je nach der Beschaffen- 
heit der Koeffizienten der Gleichung (12)a. Wir wollen, um 
keine der Formen I bis V zu bevorzugen, das durch (11) 
definierte System linearer homogener partieller Differential- 
gleichungen I. O. mit S, das durch (12) definierte mit S! 
bezeichnen. Bei Berührungstransformation geht also S in S! 
über, es gehen folglich auch die Lösungen von S in Lösungen 


von S! über. So oft S aus 2 Systemen besteht, muss dies 
auch mit S! der Fall sein, d. h. die Gleichung G=K?HL+ 
MN==o geht über n ,=K2?H,L, + MN, =o. 

Bisher hat man nur diejenigen Lösungen von (1), die p 
oder q enthalten, Zwischenintegrale genannt, wir wollen jede 
Lösung des Systems S ein Zwischenintegral von (1) nennen. 
Enthält dasselbe eine willkürliche Funktion, so bezeichnen wir 
es als ein allgemeines Zwischenintegral. Bei dieser Definition 
gilt der Satz allgemein, dass jedes Zwischenintegral der Gleichung 
(1) übergeht in ein Zwischenintegral der transfornmierten Gleichung 
(1), so oft man auf (1) eine Berührungstransformation ausführt. 


Drittes Kapitel. 
Eigenschaften der Zwischenintegrale. 


Setzt man in I N=], was keine Beschränkung der 
Allgemeinheit ist, so erhält man 


We) LS +K+9- 


Ia 
e) Po) 
Ne Zu Ra nee, 


op °q 
of of 
of of of 


Ferner ist 


of of of 
(A, A,)J= A,f=2g — 27 ee 


Ka Rn an ur 


(A,A)=Af=c = 1 ee = a an 


wobei die a b c gewisse Funktionen von xyzp.g Sind, die 
man in bekannter Weise durch Klammerbildung berechnen kann. 

Durch A,f, A,f können A,f, A,f, A,f sich nicht linear 
ausdrücken, es kommt also, wenn wir das zu Ia gehörige voll- 
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ständige System suchen, nur auf die Abhängigkeit dieser 3 letzten 
Gleichungen voneinander an. Ist nun 

28 2, 
Iesasbs |=E 0, 
IETAT 
so hat Ia gar keine Lösung, da das vollständige System aus 
5 Gleichungen in 5 Veränderlichen besteht; ist A=0o, aber 
eine der zweireihigen Unterdeterminanten nicht, so hat Ia 1 
Lösung, verschwinden alle zweireihigen Unterdeterminanten, so 
hat Ia 2 Lösungen. 3 Lösungen können nur existieren, wenn 
alle Glieder der Determinante einzeln gleich Null sind, also 
auch g=o. Dann fallen aber la und Ib zusammen, es sei 
daher zunächst angenommen g3lE o 


A, = 


Für Ib erhält man in diesem Falle eine ganz analoge, 
aber von 4, wesentlich verschiedene Determinante /,, die über 
die Zahl der Lösungen von Ib entscheidet. 


Wir stellen jetzt einige Eigenschaften dieser Lösungen, 
d. h. der Zwischenintegrale von (1) zusammen. 


1. Haben Ia und Ib beide Lösungen, z. B. jedes zwei, 
u, U, bezw. v, v,, so kann nie eine Relation 


RU WU w)—=0 ode u —=p(u WL,) 
bestehen. Denn „(u,u,;v,) müsste dann Lösung von Ib sein 


und zwar auch dann noch, wenn v, =konst. gesetzt würde 
in o, da die Bedingungen, unter Ba die 3 Gleichungen 


B.(9)= Bl) + Bi) =o 


i—1, 2, 3 erfüllt sind, von v, ganz de sind und nur 


B; (u,) enthalten. Der Fal 2= = wird dabei nicht 


berücksichtigt, da u, u, sowohl als auch v, vw, natürlich als 

unabhängige Lösungen von la bezw. Ib betrachtet werden. 
Für ev, =konst. ist aber auch Lösung von Ia als Funk- 

tion von u, u, und einer Konstanten. Setzt man in Ia und Ib 


0 
p für f, so erhält man aus A, (pP) — B,(p)=0 a aus 


BEL 212%, BEN 


Ip a i 
A,(p) —B,(p) = 0 re 0, woraus durch Substitution in Ia 


6) 
sofort (SF F —(7)=0 oder g==konst. folgt. Ia und Ib 


OX oy 
können also niemals gemeinsame Lösungen haben und es kann 
auch keine Relation „=g(u,Uu;v,) bestehen. 


2. Jede Lösung u von la liegt mit jeder Lösung v von 
Ib in Involution. ; 


2 > Bro 


ou 
a ee ZE 
(2)=-8&-92 +82 


V ou v 
(= _- AM). 


DU Iv MV 


wobei , =—g. Multipliziert man diese ‚Gleichungen bezw. 
IV oo > or al z 
mit ap’ 7 9q" dp’ Er so erhält man 
_ Jou ou v es 
nel=(5 Bo =) =, 
dastrg=o. 


3. Sind u und v beides Lösungen von la, so liegen sie 
dann und nur dann in Involution, wenn g=0. 
Man hat in der obigen Formel g,=g zu setzen und erhält 
uvy=2gN=2g 
da 
a JE N=1 
op 2q °q op 
ist (vergl. gesch. Entw. unter Boole, Formel (15)). 
Hätte man eine der Formen II, III... benutzt, so würde 
man [uvyJ]=2gM, 2gH... erhalten haben. 
4. Ist g=o, so liegen alle Lösungen von I miteinander 
in Involution, ferner ist dann 
of of ef _— 


Br; BGE Na 
ar af of 
‚\4f= er 

Af= nun ann 
Br of # 
A,f= a5, , rn ee 5 0 


Sollen sich die letzten beiden Gleichungen durch die 3 ersten, 
d. h. also dureh die dritte ausdrücken, so folgt a,=0, 3, —0. 
So oft I zwei Lösungen u, u, hat, giebt es also stets noch eine 
dritte Lösung. Der Fall von zwei und nur zwei Lösungen ist 
ausgeschlossen. 


Viertes Kapitel. 
Homogene Veränderliche und Funktionengruppen. 


Bei der Konstruktion der Berührungstransformation empfiehlt 
es sich, homogene Veränderliche zu benutzen. Wir fassen 
daher alle unsere Funktionen von xyzp.g als Funktionen 
von xyzpqgp; auf, die von p, frei sind, und führen dann 
vermöge der Substitution 

2 9 2% zemueh 
Ve en ee 
die homogenen Veränderlichen x, X, X; Pı P, P; ein. I schreibt 
sich in diesen Veränderlichen folgendermassen 


a ee ie of of 
ee u 
er urof 
er ner + pe N 
SUN en: ot 

Af= A 1 


wobei die Striche über den Buchstaben L K g u. s. w. andeuten 
sollen, dass diese Grössen in den neuen Veränderlichen 
geschrieben gedacht sind. Will man die Zwischenintegrale 


RE REr 


vollständig definieren, so muss man noch 


of of of 


Hrzpn 2, = 
Bi 


°P, 3 DB 
hinzufügen, da dieselben homogen von nullter Ordnung in den 
p sein müssen, d. h. in den alten Veränderlichen xyzpq Ps 
frei von p;. Die Hinzufügung der Gleichung Hf==o hat keine 
weitere Bedingung zur Folge, da (H A,))=o. 

Giebt es zwei Lösungen u v von I, so bilden A,f=o, 
A,f=0, A,f—=0, Hf=0 ein viergliedriges vollständiges System. 
u und v sind Funktionen nullter Ordnung und definieren 
eine Funktionengruppe E,. Berechnet man aus dem obigen 

of of of 


of 
vollständigen System —— —— —— und —-, was immer möglich 
j 9X, 0X, X, °pz- 


ist, so lange g=] 0, substituiert die gefundenen ‘Werte in 
ge % of 90 
(NE - - 

ı xop 9x; ex; 9pi 


und setzt die Koeffizienten von aa und gi einzeln gleich Null, 
dp, dp, 


so erhält man bekanntlich*) das System, welches die Polar- 
gruppe zur Gruppe E, definiert. Diese Polargruppe ist wiederum 
homogen. Die angedeutete Rechnung ergiebt zur Bestimmung 
der Polargruppe die Gleichungen 

17.0 y=B, don, Hg 
|, p=B, prm,Hgo=o, 


: a a N SE 
‚wbeim ==, m, =-—=, während Bf, Btaernmeae 
ö 8 


fange des dritten Kapitels gegebene Bedeutung haben. Ks 
ergiebt sich ferner 
Ne D)=69=B, ptmHy 
(,O)=0Q,y=B,ytm,Hg 
(C, G)=0,9=B, ptmHg, 


wenn m;,=B, (m,) — B, (m,) 
m, ZN (m,) —B, (m}) 
m, =B,(m;) — B; (m,). 


*) Lie, Transformationsgruppen II, S. 192. 


Die Form dieses Systemes zeigt, dass, so oft Hp=o, y auch 
Lösung von dem System der B;f==o, d.h. von Ib sein muss, 
wenn es Lösung von Ic ist, d. h. dass jede homogene Funktion 
nullter Ordnung, die mit u v in Involution liegt, Lösung von 
Ib ist. Dieses Resultat war nach 2. des dritten Kapitels zu 
erwarten. Es kann aber natürlich auch Funktionen von x, X, X3 
Pı P; ps geben, die mit u v.in Involution liegen und nicht von 
nullter Ordnung sind, diese giebt uns Ib nicht, sondern nur Ic. 


Fünftes Kapitel. 
Die Normalformen von (l). 


Wir wollen jetzt das System, welches die Zwischenintegrale 
definiert, mit S bezeichnen und zwar mit S,, wenn das positive 
Zeichen von g, mit S,, wenn das negative gewählt wird. Dabei 
denken wir unsg=+ vs in jedem Falle so gewählt, dass 
S, mehr oder mindestens ebenso viele Lösungen hat wie Sp, 
Schliesslich sei S. das System, welches die Polargruppe zu der 
durch die Lösungen von S, bestimmten Funktionengruppe 
definiert, so dass also S, S) S. vollkommen analog Ia Ib Ic sind, 
nur dass dabei nicht die Form I vorausgesetzt ist. 

Durch die homogene Berührungstransformation 

Be X, Di sicht we L, 2 > 
bezw. die entsprechende nichthomogene 


im 

, ’ ’ , 1 ’ 

Dee R,,.z I a a er 
3 


gehe (1) in 

mar 2K s PL MIN Et 82 c 
Br, über MiET-ITFOIIL IV V bezeichnen 
wir die zu (1) gehörigen, den Formen I bis V entsprechenden 
Formen. 

Im Folgenden stützen wir uns auf einen Satz*) aus der 
Theorie der homogenen Funktionengruppen, den wir an die Spitze 
dieses Kapitels stellen, um nicht in jedem einzelnen Falle auf 
ihn verweisen zu müssen. 


*) Lie, Transformationsgruppen II, S. 225, Satz 2, und S. 226, Satz 3. 


eu 


Liegt in den 2n Veränderlichen x, bis x, p, bis p„ eine 

(r + k)gliedrige homogene Funktionengruppe in der Normalform 
KR A Si 

vor, so giebt es stets solche Funktionen X,+1ı bis X, Pr+ı 

bis P„, dass 

RR RX 1X PP Eee 

eine Normalform der 2ngliedrigen Funktionengruppe X; ....Xn 

Da pn it. y —=X; pi —=P; stellt dann bekanntlich stets 

eine homogene Berührungstransformation dar. 

Wenn wir nun auf die Behandlung der einzelnen Fälle 
eingehen, würde sich als erster und allgemeinster Fall derjenige 
darbieten, dass (1) gar kein Zwischenintegral, auch kein specielles, 
hat. Für diesen Fall ist die einzige anwendbare allgemeine 
Transformationsmethode die von Imschenetsky und S. Lie ent- 
wickelte, welche die specielle Voraussetzung macht, dass 0° 
Integralgebilde von (1) bekannt sind. Wir gehen hierauf nicht 
näher ein, einerseits, weil es keine allgemeine Methode zur Auf- 
findung dieser oo? Integralgebilde giebt, andererseits, weil wir 
dem, was Imschenetsky und Lie darüber sagen (vergl. gesch. 
Entw.), nichts hinzuzufügen haben. 

La a=o: 

A. (1) habe kein allgemeines Zwischenintegral, S, habe 
1 und nur 1 Lösung u.. 

1. 5 habe keine Lösung. 

Man setzt u, =X, und konstruiert die 6gliedrige homogene 
Funktionengruppe 

DEI 
Die homogene Berührungstransformation (B) sy’ —=X; pi —=P,;, 
i=1, 2,3. führt: dann u, in x,‘ über,.dh x mu az 
Lösung von 8,’ sein, oder in nicht homogenen Veränderlichen, 
x’ muss eine Lösung von $,’ sein. Folglich kann $," weder 
von der Form T’ noch der Form III’ sein, da man für f=x’ 
N'—=o bezw. H'—=o erhielte gegen die speciellen Voraus- 
setzungen dieser Systeme. IV’ würde K’—=g’—o geben, also 
auch G@ —=o und G=o und V’ hat stets 4 Lösungen, es kann 
also S’ nur von der Form II’ sein. Überhaupt kann, so oft 


G=E0 und S,' die Lösung x’ hat, S’ nur die Form Il’ haben, 
ausser wenn S, und Sy zusammen 4 Lösungen haben, wo S' 
nur von der Form V’ sein kann. 

Man hat also N '=o und ausserdem ergiebt II’ noch für 
EEnEH =, 

(1) hat somit die Form 

Eu a bi: 

wobei M’=Eo und K=g’3E0. Ausserdem ist auch L’zjEo, 
da sonst II, noch die Lösung y’ hätte, was den Voraus- 
setzungen widerspricht. 

2. 8; habe 1 Lösung ı,. 

Dann ist (u, wo)=o, uweX,u=X, stellen die Normal- 
form einer 2gliedrigen homogenen Funktionengruppe dar und 
man kann eine 6gliedrige Gruppe 


Kı As ker, 


konstruieren. (B) führt dann u, in x,', v, in x, bezw. u, in x’, 
v, in y über. S’ kann nur die Form II’ annehmen und mar 
ersiebt für f==x in. I, H’=o und in I, fürf=y’.%i—=o. 
Ausserdem ist N'==0. 


(1’=2Ks +M=o, wobei M=Eo, K’zEo. 


B. (1) habe mindestens 1 allgemeines Zwischenintegral, 
d. h. S, habe 2 Lösungen u, %. 


3. 85; und S. haben keine Lösung. 

Man verfährt wie im Fall 1, als wenn u, gar nicht vor- 
handen wäre. Geht dann w in p(x’y z’pq) über, so hat 
das allgemeine Zwischenintegral von (1) die Form p=f(x’) 
wobei f die willkürliche Funktion ist. 

Nach Formel (15) des ersten Teiles dieser Arbeit muss 

/ ! . 7 
dann (1) die Form annehmen 


eo) rn) Ip 
a ‘+; Hr Bi: 7) 
ep’ 


)) 


wobei 
Ip op An 
SD dq' ’ ay' u 
4. S, habe keine Lösung, S. habe 1 Lösung o. 


OÖ. 


Da & die Polargruppe zu der homogenen Gruppe u, 1, 
bildet, muss es eine Funktion ı"(o) geben, die homogen von 
I. ©. ist. Hcemogen von nullter Ordnung kann ja w nicht sein, 
da es sonst Lösung von S, wäre (vergl. den Schluss des vierten 
P, 
P, 
P, P, die Normalform einer 2gliedrigen Involutionsgruppe, es 
giebt also solche Funktionen X, X, X, P,, dass X, %,%, P, BP, 
die kanonischen Beziehungen erfüllen. Setzt man dann 


XP HB 


Kapitels). Wir setzen nun !(w)=P, und u, =, dann ist 


WE——— 


XP =Q, $=Q, vVw=P, =Q,, 
so zeigt eine einfache Rechnung, dass Y, Y, Y, Q, 9 Q; auch 
die kanonischen Beziehungen befriedigen. x,’ =Y,;, pi =Q: ist 
dann eine Berührungstransformation, die u, in x, bezw. u, inx’ 


überführt. Ferner gehört u, der Polargruppe von Q, an und 
ist von nullter Ordnung, die Polargruppe von Q, enthält aber 


nur die Funktionen Y,, Y,, — —, — —— von nullter Ordnung, 
Q; Q; 
ER / p ’ 
u, geht also in eine Funktion von x,', X, — Pı 7, er ibEr 
P3 P3 


oder u, in (xy pq) (1) nimmt nach Formel (15) des 
ersten Teiles die Form an 


5 
ur na se -=Eo, wie sich wieder aus dem System II 
und den Voraussetzungen über die Anzahl der Lösungen von 
II ergiebt. 

5. S, habe eine Lösung v, und S. habe ausser v, keine 
weitere Lösung. | 

Man verfährt genau wie im Fall 2, st w„=X, u=X, 
und führt (B) aus. Dabei gehört nun u, der Polargruppe von 
vo, an, d.h. der Gruppe X, X, X, P, P, und ist Funktion 
nullter Ordnung. u, geht somit in eine Funktion von 
x y’z’p über. Das allgemeine Zwischenintegral von (1) wird 


wobei 


6. 9, habe eine Lösung v,, S. habe ausser v, noch eine 
Lösung w. Ferner sei (v, w)3E o. 

Dann hat die Gruppe v, ® die Normalform X, P,, wobei 
Dez, gesetzt werden kann, und enthält also keine ausge- 
zeichneten Funktionen. Ihre Polargruppe, die von u, u, bestimmte 
Gruppe E, hat daher die Normalform X, X, P,P,.. Als X, 
kann wieder u, gewählt werden und u, ist Funktion von 


> 
REN 5 Das allgemeine Zwischenintegral von (1) hat 
3 
. . Y EN) 3 , ’ % , PL D 
somit die Form 9 (x z p)==£(x’) und (1) a un Fr Un 


7. Ist alles wie im vorigen Falle, nur (v,o)=0, so hat die 
Gruppe v,@ die Normalform: P, P, und ihre Polargruppe E.: 
X, P,P,P,. ‚Man kann dann nach dem im Eingange des 
Kapitels angeführten Satze stets solche Funktionen X, X, hin- 
zufinden, dass X, X, X, P, P, P, zu einander in den kanopischen 
Beziehungen stehen. Wir wollen annehmen, das X, =u, 
gewählt wurde. Dann erfüllen 

en P, u 22 RT 
Yı In x, — U, Ya =, ie ) ee BR; ) 
u=P, =eRtPR, =P; 
ebenfalls die kanonischen Beziehungen (vergl. Fall 4) und P,P, 


kann man so gewählt denken, dass — - =u=}Y, Die 


B; 
Polargruppe zu P, P, bezw. Y, Q, ist jetzt Y, Y, Q, Q, mit den 
Funktionen nullter Ordnung Y,, Ya, — Qr u, geht also in 


eine Funktion von x’y’p über, wenn die Berührungstrans- 
formation x) —=Y\,, De), ausge’ührt wird. Man erhält 


3* 


(X yp)=f!lx) als allgemeines Zwischenintegral und 


EN 
78 = =0 
Op oy 
Al or Bali 
als transformierte Gleichung II. ©. Dabei ist 305 ‚E06. 
Dr 


Ss. Wir kommen nun zu dem von S. Lie behandelten Falle, 
dass auch 5) 2 Lösungen hat, etwa v, ty. 

Dann ist (u, u,)320 (vergl. drittes Kap., 3), es kann sich 
auch nicht durch u, und u, ausdrücken, da es von (—])ter 
Ordnung ist, während u, u, von nullter Ordnung sind. Die von 
u, u, bestimmte homogene Gruppe E, ist also mindestens drei- 
eliedrig. Ihre Polargruppe E,, die die Funktionen v, u, (v} v5)... 
enthalten muss, muss aus demselben Grunde wie E, ebenfalls 
mindestens dreigliedrig sein. Da nun E, und E, zusammen 
6 Glieder enthalten, müssen beide gerade dreigliedrig sein. Ferner 
enthält eine dreigliedrige Gruppe entweder 1 oder 3 ausgezeichnete 
Funktionen. Letzteres ist hier ausgeschlossen, da (u, w)=E o, 
E, hat also die Normalform X, P, P, und E, die Normalform 


T; wi’ - P, . 
— —, ı von X, und — —- Die 
P, P, 


allgemeinen Zwischenintegrale von (1) haben also die Form 

NEAR, AN) dr p=HR) gl). 
l)=s’=o, 

wie man aus Formel (15) des ersten Teiles oder aus dem 

System V’ erhält. Hier kann man (1) ja auch direkt durch 

Differentiation der allgemeinen Zwischenintegrale nach y’ bezw. 

x erhalten. 


Funktion von X, und 


ll G=o. 

9. Hat das System S eine und nur eine Lösung u,, SO 
verfährt man wie im Fall 1. Da aber die Gleichung G==0 
in G’=o oder K?H'L + M'N’=o übergeht und H’=N = 
ist (vergl. Fall 1), so folgt K'=o. Man erhält also 

A)=Lt HM =o, 
wobei aus denselben Gründen wie im ersten Falle L, M’=Eo. 


Il — 


10. Wenn S 3 Lösungen hat, so ist (uw)==o (vergl. 
drittes Kapitel, 4), Man set =X,w=X,, w=X, und 
kann solche Funktionen P, P, P, hinzufinden, dass X, X, X, 
P,P,P, die kanonischen Beziehungen befriedigen. Setzt man nun 


vr x. x 56% 
me = "mb X; Q, ’ 
=NQ, RB =-109, BR =Q,, 
woraus fol 
R Power x PX, Pp, 
er, or pP,’ no = ji“ Fe 
g=P, oo =%,r, &=P,, 


so erfüllen Y,Y,Y,; @,0,Q; ebenfalls die kanonischen Be- 
ziehungen. Die Berührungstransformation x; —= Y;, pı = 4; führt 


, a re RN, 
3% Br u, in X3 Ps > 1% 
P3 Ps 
über oder u,,1,,u, in x,q,2 —yq. Diese 3 Lösungen kann 
nur die Form IV’ haben, wenn noch e—=K'=o ist. (1) hat 
somit, da für die Form IV (vergl. zweites Kap.) N =M'=H'=o 
und hier ausserdem K’==o, die Form 
Leo. 
Es giebt oo viele unabhängige allgemeine wlan ste die 


danmuvuzX, =Y ins, win 


mittelst der 3 Funktionen x',q,2’—y q. zu bilden sind. 


Sechstes Kapitel. 
Integrationsschwieriekeiten. 

Wir gehen nun dazu über zu untersuchen, welche Opera- 
tionen in den einzelnen Fällen zur Aufstellung der Berührungs- 
transformation erforderlich sind. Unter einer Operation m 
wollen wir dabei die Auffindung eines Integrals eines Systems 
von m gewöhnlichen Differentialgleichungen I. O. verstehen. 
Man findet dann nach einem von A. Mayer bewiesenen Theoreme*) 
eine Lösung eines vollständigen Systems von m linearen homo- 
genen partiellen Differentialgleichungen I. ©. in n unabhängigen 
Veränderlichen durch eine Operation n—m. 


*) Math. Annalen Bd. 5, S. 465 (1872). 


U 


Wir gehen nun zur Behandlung der einzelnen Fälle über. 
I 
A. (1) habe kein allgemeines Zwischenintegral, S, habe 1 
und nur 1 Lösung u.. 
1. S, habe keine Lösung. 
Die eine Lösung u, des 4gliedrigen vollständigen Systems 
S, findet man durch eine Operation I. Sodann seien y, Ya Y3 Yı 
4 von u, unabhängige Grössen aus der Zahl der 5 Grössen 
Tage Pi Dee en 1 | 
X, Xg, X, — — „ ——, so. ist X, Funktion von u, und den y. 
P3 Ps e 
Schreibt man nun die Gleichung (u,f)=o in den Veränder- 


lichen (u,) yı Ya Ya; y,, wobei die Klammer um u, andeuten soll, 
dass u, die Rolle einer Konstanten spielt, so findet man X, 
durch eine Op. IH. Ferner erhält man aus dem vollständigen 
Systeme (X,f)=0o, (X,fJ)=0 X, durch eme Op-I, wenn man 
(X,) (X,) und 3 von diesen beiden unabhängige y als Ver- 
änderliche einführt. P, P, P, sind bekanntlich*) dann eindeutig 
bestimmt und werden durch Differentiation und Elimination 
gefunden. 

2. 5; habe 1 Lösung v,. 

u, v, werden bezw. aus den 4gliedrigen Systemen S, Sn 
durch 2 Op. I gefunden. X, erhält man wie im ersten Falle 
auss(n, fo, (art) odurhaeon 

B. (1) habe mindestens 1 allgemeines Zwischenintegral, 
d.h. S, habe 2 Lösungen u, u,. u, wird immer durch eine 
Op. II gefunden, da S, nur noch 3 unabhängige Gleichungen 
enthält. u, wird zur Transformation nicht gebraucht und wird 
daher besser erst in der transformierten Gestalt aus dem Systeme 
S, durch eine Op. I gefunden. Es ist nur eine Op. I nötig, 
da man die Lösung x schon kennt. 


3. 5, und S. haben keine Lösung. 

Man findet X, und X, ganz wie im ersten Falle durch 
die: Op. TEREE 

4. S, habe keine, S. 1 Lösung w. 


“) Lie, Transformationsgruppen II, S. 137, Satz 15. 


Nachdem wir im vorigen Kapitel mittelst der X; und P; 
bewiesen haben, dass die Y; und @; existieren müssen, können 
wir die letzteren direkt aufsuchen. u, bezw. u, =Y, ist durch 
eine Op. II bereits gefunden worden. Yyı Ya Ysy, Seien 4 von 
Y, unabhängige Funktionen nullter Ordnung, etwa X», X;, 


er es die auch voneinander unabhängig sind. Dann 
Ps Pa 

kann man Q,, da es von LO. ist, gleich p; zz; (Yı Yı Ya Ys Yu) 

setzen und diesen Wert in die 5 unabhängigen Bestimmungs- 

sleichungen von Q,:C,f= 0 bis C,f=0 einsetzen. Es war nun 


CGf==B;f+ m; Hf (vergl. viertes Kapitel), 


also ist er 
G(Q)=Bi(Q;) T mi H(Q;) 
G(Q)= pP; Bi) T mp; Ha) 77% H@,)), 
H(p)=Ps, Hia,)=0, da 7, von nullter Ordnung, also 


0,(Q;) —ı (B;@r,) rm; Fig} 
Die Gleichungen C;f=0 haben somit die Form 
olg»r; = olg sr, 


wobei die « frei von p, sind. Man hat 5 Gleichungen zur 
elgrr, lg; RN elgre 

Er om °y4 
und endlich Q, durch 1 Quadratur (Op. ©.) 

Aus dem vollständigen System (Y,f)=0, (Q,f)=0 in den 
Veränderlichen (Y,)Yı Yes Y3; Yı (Ps) findet man Y, als Funktion 
nullter Ordnung durch eine Op. II. Die 3 Ableitungen von Y, 
nach y; 5; ys werden aus den Gleichungen (Y,f)=o, (Y,fJ)= 0, 
(9 f)=1 in den Veränderlichen (Y,)(Ys)Yı Y2 Y; (p;) gefunden 
und Y, selbst durch 1 Quadratur. 

5. S) habe 1 Lösung v,, S. ausser v, keine weitere Lösung. 

Nachdem u, durch eine Op. II gefunden worden ist, bedarf 
es, wie im Fall 2 der Op. I, I zur Auffindung von X, X.,. 

6. S, habe 1 Lösung v,, S. ausser vo, noch eine Lösung w 
und (v, o)zE 0. 

v, ergiebt sich durch eine Op. I aus dem 4gliedrigen 
vollständigen Systeme S,, P, findet man durch Elimination 


E22 
[9] 


Bestimmung von und findet Igzr,, 7, 


u .. 


auf folgende Weise. Man setzt ähnlich wie im Fall 4 
P,=Pp,.7, (X, yıys Ya ya), wobei X, =v, und seren 
X, und untereinander unabhängige Funktionen nullter Ordnung 
sind. Dann schreiben sich die 4 unabhängigen Gleichungen 
des Systems S. in der Form 


8 4 OL, 
(1) Zi Ok; Ar a &,x7C, — = 0, kz> = IR a, 3,8 
at ey; 


weil X, Lösung des Systenis S. ist. Im übrigen vergleiche Fall 4 
Ferner soll (X, P,)=(v, P,)=1 sein, es ist aber 


4 04 5 
(X,P,)=p; (X, 7) 75 (Kp)=Pp; = (A, y;) Sn +70, (X, p3) 


und p; (X, Yyi), (X,p;) sind von nullter Ordnung, also hat 
is lsd Roon 


4 O7, 
(2) Be ar 
1 


Aus diesen 5 Gleichungen 1) und (2) findet man z«, durch 
Elimination und somit auch P,. 

Zur Bestimmung von X, hat man X) = 0.779 
(P,f)=0o in den Veränderlichen (X, )Yyı J> Ys Yalps)  Dasıman 
die Lösung X, schon kennt, findet man X, durch eine Op. I. 

7. Es sei alles wie im Fall 6, nur yo)=o0. u =%\ 
wird aus dem Systeme S, gefunden. Q,=psrr., findet man 
aus den 4 unabhängigen Gleichungen des Systemes $.: 


4 O7L5 
Si li = A tere 
ıl eV; 
oder 
Eu o] TL: 
Si ik Ze ed 
1 Vi 


U 


bei denen (Y,)yı Ya Y3 Yı (ps) als Veränderliche auftreten, duch 
eine Op. OÖ. Ebenso folgt aus den Gleichungen Bee 
(Yz£)=0, (Qf)—=1 in den Veränderlichen (Y,)(Y»)Yı YaYs (Ps) 
der Wert von Y, durch eine Op. O. 

S. 8, und S, haben beide 2 Lösungen. 

u, und v, werden durch 2 Op. II gefunden, da jetzt auch 
S), nur 3 unabhängige Gleichungen enthält. S. ist in diesem 
Falle 3gliedrig, da es die 3 Lösungen 1, =X,, P, und P, hat. 


— a 


In den Veränderlichen (X,) yı Ya Y3 Yı (ps) schreibt es sich in der 


I, 


F a er olg IL5 ei 9} ‘ et Re: 
örm Si; Far =ork RM 2,3, wenn T=P,=p; 7, 
N oyi | | : 


&esetzt wird, und (X, P,) nimmt eine ähnliche Form an (vergl. 7). 
Man findet P, also durch eine Op. OÖ. Ebenso findet man P,,. 
wenn man zu den obigen 3 Gleichungen (X, f)—=1 hinzufügt 
durch Quadratur. Zur Bestimmung von P, hat man die drei 
Gleichungen (X,f)—=o, (P,f)=o, (P,f)=o, die dem Systeme 
S. analog sind, und (X,f)—=1, welche P, durch eine .Op. I 
geben. Aus den 6 Gleichungen (X, f)=o, (X,f)=o, (P,f)=o, 
(P,f)=o, (P,f)—=1, Hf=o findet man X, durch Quadratur. 


| U. G=o. 
9. S hat 1 und nur 1 Lösung u.. 
Nachdem u, durch eine Op. I gefunden worden ist, ver- 
fährt man ganz wie im Fall 1. 
10. S hat 3 Lösungen u, u, u,, die nacheinander durch 
die Op. III, II, I gefunden werden. Man setzt w=X; und 
erhält P, P, P, durch Elimination. 


-Übersicht der Normalformen. 


Wir lassen nun eine kurze Zusammenstellung der Resultate 
folgen. Dabei bedeuten u, u, stets Lösungen von S,, v, &%, von 
S, und w die Lösung von S., die nicht homogen von nullter 
Ordnung ist. 

Wir schreiben zuerst die vorausgesetzten Lösungen, dann 
die zur Konstruktion der Berührungstransformation nötigen 
Operationen, dann das allgemeine Zwischenintegral und zuletzt 
die erlangte Normalform hin und zwar wieder in den gewöhn- 
lichen Veränderlichen. 

| 1. G=EB: 

A. Gleichungen ohne allgemeines Zwischenintegral. 

non. Lalll: 1, 

2Ks r Ltr N=o. 
u, Op. 1: 1-1. 
3KsrM=0, 


B. Gleichungen mit allgemeinem Zwischenintegral. 
I Ur U, OBLAST 
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eu nee eu 
ET — Tre =). 
°p 9) Oy l ey, 


4...u 0,0, Op Da 
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5» s El Berge 0. 
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EM S Er 9% 0. 


Re, Un iknise 
uzp)=fln), 


UM ou 


a S ( nn VO. 
op | DV. 
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—s tr =0. 
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3. 150 u Op, 110020, Or 
pt), q=kly), 
S=0. 


DD. G=o. 
920. Onslallıeıe 
LIiS2M 0. 
I) Un, 2... 0n.S1rE SI 
F(z—yq, q)=f(x), wobei auch F willkürlich, 
Ä t=0. 


Zur Auffindung des allgemeinen Zwischenintegrals bedarf 
es nach der Transformation in den Fällen 3 bis 7 noch einer 
EISAR 


a 


Schlussbemerkung. 


In den Fällen 5 und 6 ist die Integration von (1) auf RR 
Integration einer - gewöhnlichen Differentialgleichune I. ©. mit 
einer willkürlichen Funktion von x zurückgeführt. Man hat 


At SE 0 2 
nämlich im Fall 5 u(xyz = )—=f(x), wobei y als Konstante 
OX 
a PRSESAZ u 
angesehen werden kann, und im Fall 6 u( x25—)—t(x), wo y 


ganz fehlt. 


; 02, | 
Im Falle 7 giebt u(xy 3 )—=f(x) durch - Auflösung 
Er \ U TEXT \ / 
0% Re 2 | 
„_ =Wb(xyf(ix)) und man erhält z durch 1 Quadratur. 
OX 


In den Fällen (8), (10) hat man beziehungsweise die all- 
gemeinen Integrale 
zehn. Baiyıın Ei In), ı—R (y) 


No A (X)+ RB, Re). 
Führt man hier die zu (B) inverse Berührungstransformation 
aus, so erhält man unmittelbar die allgemeinen primitiven 
Integrale der ursprünglich gegebenen Gleichung (1) in der 
gewöhnlichen Form von 3 Gleichungen mit 2 Parametern. In 
den Fällen 1 bis 4 und 9 kann man ohne weitere specielle 
Voraussetzungen keine weitere Reduktion des Problems erreichen. 

Als der Hauptvorteil der oben angewendeten Methode 
erscheint uns, dass sie immer in gleicher Weise durchgeführt 
werden kann, gleichgiltig, ob die Zwischenintegrale p oder q 
enthalten oder nicht, ob sie gemeinsame Integralflächen haben 
oder Integralkurven. Diese gleichmässige Behandlung war nur 
dadurch möglich, dass auch die Berührungstransformationen, 
die 2 Gleichungen zwischen xy2zx; yı 2, enthalten, d. h. die 
die Punkte des Raumes in Kurven überführen, in voller 
Alleemeinheit verwendet wurden. 


Lebenslauf. 


Ich, Walther Arnold Müller, wurde am 18. Dezember 1871 
als Sohn des evang.-luth. Pfarrers Johannes Rudolf Müller zu 
Schwepnitz bei Kamenz im Königreich Sachsen geboren. Nach 
Absolvierung des 9jährigen Kursus bestand ich Ostern 1891 
die Reifeprüfung auf dem Nikolaigymnasium zu Leipzie und 
bezog die -Universität Leipzig, um mich dem Studium der 
Mathematik und der Naturwissenschaften zu widmen. Hier 
hörte ich Vorlesungen bei den Herren Professoren -und 
Dozenten: 


Drude, Ebert, Engel, Hofmann, König, Lie, Mayer, 


Neumann, Ratzel, Richter, Scheffers, Scheibner, Volkelt, 


Wiedeburg, Wiedemann, Wundt 

und nahm teil an den Übungen der Herren: 
Engel, Lie, Mayer, Ratzel, Richter, Scheffers, Wiede- 
mann. | 


Zu besonderem Danke für die vielfache gütige Anleitung bin 
ich den Herren Professoren Lie und Mayer verpflichtet. 


